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SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA 
CATEGORIE DES MODULES INSTABLES 

par The CUOng NGUYEN 


Resume. -— Un des phenomenes marquants dans la categorie des foncteurs po¬ 
ly nomiaux stricts est 1 ’ inject ivite des morphismes induits par la torsion de Probenius 
entre groupes d’extensions des foncteurs. Dans [Cuol4a], l’auteur demontre que le 
foncteur de Hai, allant de la categorie vers la categorie des modules instable IX, est 
pleinement fidele. Cela fait de la categorie une sous-categorie pleine de la catego¬ 
rie U. La torsion de Frobenius s’etend a toute la categorie U, mais n’y est pas aussi 
bien comprise. Cet article etudie la torsion de Frobenius, soit dans ce cas le foncteur 
double 4>, et ses effets sur les groupes d’extension des modules instables. On donne des 
calculs explicites de nombreux groupes d’extensions des modules instables, et permet 
de confirmer, dans de nombreux cas, l’injectivite des morphismes entre des groupes 
d’extensions induits par la torsion de Probenius dans la categorie U. Ces resultats sont 
obtenus en etudiant la resolution injective minimale du module instable libre F( 1). 
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Abstract (On the Frobenius twist in the category of unstable modules) 

In the category of strict polynomial functors, the morphisms between extension 
groups induced by the Frobenius twist are injective. In [Cuol4a], the category 
is proved to be a full sub-category of the category U of unstable modules via Hai’s 
functor. The Frobenius twist is extended to the category U but remains mysterious 
there. This article aims to study the Frobenius twist 4> of the category U and its effects 
on the extension groups of unstable modules. We compute explicitly several extension 
groups and show that in these cases, the morphisms induced by the Frobenius twist are 
injective. These results are obtained by constructing the minimal injective resolution 
of the free unstable module F( 1). 
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1. Introduction 

Soit k un corps de caracteristique p > 0, et soit V un k—espace vectoriel. On 
note F pour l’homomorphisme de Frobenius x >—> x p . La torsion de Frobenius de 
V, notee V ^, est le k—espace vectoriel, qui comnre groupe abelien, s’identifie 
a V nrais, dont la multiplication par les scalaires est donnee par 

A • v = Xp V . 

Etant donne un GL n (k)— module M, sa torsion de Frobenius M ^ est le 
GL n (k)— module induit par l’homomorphisme de Frobenius 

GL n { k) A GL n { k). 

D’apres [CPS83, Jan87] la torsion de Frobenius induit des mononror- 
phismes entre des groupes d’extensions des GL n (k)— modules : 

Ext^ n(k) (M,N) ^ Ext^ iri(k) (m^, N&) . 


1. Je tiens a remercier Professeur Wilberd van der Kallen pour m’avoir indique la bonne 
reference pour ce resultat. 
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Selon Friedlander et Suslin [FS97, corollaire 3.13], les groupes d’extensions des 

GL n (k)— modules se calculent comme ceux des foncteurs polynomiaux stricts. 

(_)(!) 

On a aussi une torsion de Frobenius Td - > 7 P d dans la categorie © d>0 7d 

des foncteurs polynomiaux stricts, et celle-ci induit clone des monomorphismes 
sur les groupes d’extensions. Ce resultat est crucial dans [FFSS99] pour clernon- 
trer que les groupes d’extensions des foncteurs polynomiaux stricts se stabilisent 
par rapport aux iteres de la torsion de Frobenius. 

Soit 7 la categorie des foncteurs de la categorie des F p —espaces vectoriels 
de dimension finie vers la categorie des F p —espaces vectoriels. II n’y a pas 
de torsion de Frobenius non-triviale dans if. Le foncteur oubli ® d>0 "Pd. —> 5" 
se factorise a travers de la categorie It des modules instables [HailO], via un 
foncteur exact : 

in : 7 d —■t U 

d>0 

La restriction hid de ce foncteur sur 7d est pleinement fidele [Cuol4a]. II y a 
sur It un avatar de la torsion de Frobenius : le foncteur double <f>. Nguyen D. 
H. Hai [HailO] montre que : 

Pm d (F) = m d ■ 

II est done naturel de se poser la question de l’injectivite de la torsion de Frobe¬ 
nius sur les groupes d’extensions des modules instables. Celle-ci ne peut avoir 
lieu en toute generality, ne serait ce qu’a cause des modules instables nilpotents. 
Des contre-exemples seront donnes avec des modules instables 'Nil— fermes 
aussi. 

Cependant des calculs effect ues, a l’aide du module instable F(l) = rhi(I),I 
designant le foncteur d’inclusion, sur le systeme 

-» Extu ($ n F( 1), $"F(1)) ->• Extu ($" +1 F(l), $ n+1 F(l)) -A • • • 

montrent qu’il subsiste des proprietes interessantes : 

Theoreme 7.5. — Pour i < 49 ou i = 2 n - 2 5 + t avec 0 < t < 2 5 + 2 et 
n > 5, il y a des monomorphismes 

Ext([ ($ r F(l),$ r F(l)) A Ext^ ($ r+1 E(l),$ r+1 F(l)) 

pour tout r. 

Pour effectuer ces calculs, on a besoin d’etudier la resolution injective (mini¬ 
male de preference) de F(l). On la designe par (. I r , d r )' . Nous ne la connais- 
sons pas, rnais nous pouvons dire beaucoup de choses a ce propos. 

Rappelons les objets injectifs de la categorie It. On designe par J(n) l’enve- 
loppe injective de la cohomologie reduite H (5'";F 2 ) du sphere S n . Les J(n) 
sont injectifs, caracterises par Hornu (M, J(n)) = (M*) . Soit V un 2— groupe 
abelien elementaire, la cohomologie de l’espace classifiant BV 1 que Ton note 
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H*V (on note H*C pour la cohomologie reduite), est injectif dans la catego- 
rie 11 d’apres un resultat de Miller dans sa preuve de la conjecture de Sul¬ 
livan [Mil84]. Les travaux de Franjou, Lannes et Schwartz, [LS89, theoreme 
3.1],[FLS94, theoreme 7.3] permettent de demontrer : 


Corollaire 3.6. — Pour tout r £ N, le module I r se decompose en somme 
directe R r ® N r ou R r est un facteur direct d’une certaine somme directe 
H* (BV a \ F 2 ) et N r est une somme directe finie de modules de Brown- 
Gitler. 


Puisque le groupe Homy (J(n),H*V) est trivial, la suite (N r , d r \N r Y^° est 
un sous-conrplexe de la resolution injective minimale de F(l). Le calcul de la 
cohomologie de ce sous-complexe depend de la cohomologie de MacLane des 
corps finis [FLS94], 


Corollaire 2.10. — Soit r = 2 k (2l + 1), alors : 


H r {N',8T\ n .) 


n i) 

<f> k F( 1)' 


Soient k > l >2. On observe que si t est un entier tel que t <2 l alors 

H t+2i (lV*,a*|jv.) = H t+2fc_2i (TV*, <9* |jv-) . 

Cette periodicite particuliere de la cohomologie H* (IV*, se releve au 

complexe (N*, d m \N’) r ~°■ 


Theoreme 4.1 . — Sous un meme hypothese sur k,l et t, il y a des isomor- 
phismes : 

N t+2‘ cx N t+2 k -2\ 


Afin d’enoncer le resultat sur le sous-complexe (N*, de la resolution 

injective minimale de F'(l), posons : 

k 

J(ni,... ,nfc) := 


et 


{ n —3 


A 2 .+3 := 1^0 J (2”- 1 -2Oj0| 0 J{2 n ~ 1 -T- V) 

Theoreme 7.4. — Pour n > 6 ? on a : 


l<i<n—2 
Ci-2 


k 

2 n - 32 

2 n - 31 

2" - 30 

2" - 29 

2 n - 28 

N k 

0 

A 16 ) 

J(15,14,12) 

J(14,12,11,8) 

J(13,10,5) 

k 

2 n - 27 

2 n - 26 

2" - 25 

2" - 24 

2 n - 23 




SUR LA TORSION DE FROBENIUS DE LA CATEGORIE U 


5 


N k 

J( 12,4,3) 

J(ll,6,3) 

A 10, 2) 

A9) 

J(8) 

k 

2 n - 22 

2 n - 21 

2" - 20 

2" - 19 

2 n - 18 


J( 7,6) 

A 6,4) 

J(5) 

J(4) 

A3) 

k 

2 n - 17 

2" - 16 

2" - 15 

2" - 14 

2 n - 13 


J(2) 

0 

J(8) 

J(7,6) 

J(6,4) 

k 

2 n - 12 

2" - 11 

2" - 10 

2 n - 9 

2" - 8 


J(5) 

J( 4) 

J(3) 

A 2) 

0 

k 

2" - 7 

2” - 6 

2 n — 5 

2 n -4 

2" - 3 


J(4) 

A 3) 

A 2) 

0 

1 A2) 

k 

2" - 2 

2” - 1 

2 n 

l 2 n +1 ; 


0 

J(l) 

; o 

; J(2"“ 

A 1 

k 

| 2 n + 2 

2 n + 3 


| J(2"" i - L2"" 1 - 2 ,.. 

.,2" ' - 2 n ~ i ") 

J(2 n - J )eA 2 n + 3 


On observe que dans la zone ou on peut expliciter N k , les modules de Brown- 
Gitler du type J(2") sont repartis de la maniere suivante : chaque module N 2l+1 
contient un seul facteur de ce type et les modules N 21 n’en contiennent aucun. 
Cette particularity implique : 

Proposition 3.2. — Soit l un entier. Si il existe un entier ni tel que 
N 2l+1 = J(2 n ‘ ) © 0 J (2 m “ (2 t a + 1)) 

at 

et que N 21 ne contient aucun facteur direct de type J(2 n ) alors on a : 

De plus, les morphismes 

Ext# ($ fc F(l),F(l)) -»-Extg ($ fe+ 1 F(l),F(l)) 

sont injectifs. 

Plan de Particle. — Dans la section 2 on rappelle des generalites sur les mo¬ 
dules instables injectifs et considere la partie reduite de la resolution injective 
minimale du module F( 1). On etudie la partie nilpotente de cette resolution 
dans la section 3, on y montre que chaque terrne de cette partie est sonnne 
directe finie de modules de Brown-Gitler. On decouvre un phenomene de pe- 
riodicite de la partie nilpotente dans la section 4. La section 5 est consacree 
pour determiner les extensions de la partie nilpotente par la partie reduite. Les 
cas particuliers de la partie nilpotente se calculent dans la section 6. La derniere 
section a pour but de calculer les groupes d’extensions des modules instables 
et etudier les effets de la torsion de Frobenius sur eux. Une conjecture sur ces 
effets est donnee a la fin de Particle. 




6 


NGUYEN THE CUONG 


Remerciements. — Ce travail fait partie de ma these de doctorat effectuee 
a l’Universite Paris 13 sous la direction de Lionel Schwartz. Je tiens a remer- 
cier Professeur Lionel Schwartz pour sa generosite, son soutien constant, ses 
precieux conseils, sa patience et ses exigences qui m’ont toujours apporte au- 
tant humainement que scientifiquement. Mes remerciements vont egalement a 
Vincent Franjou. Ses remarques m’ont permis d’envisager ce travail sous un 
autre angle. J’aimerais profiter de cette occasion pour remercier les membres 
du VIASM pour leurs hospitalite pendant ma visite a Hanoi ou Particle a ete 
baptise. 


2. Modules instables injectifs 

La lettre p designe un nombre premier. Dans le cadre de cet article, nous 
nous interessons au cas p = 2. 

L 'algebre de Steenrod. — L’algebre de Steenrod Ai est une algebre graduee 
associative engendree par les Sq k de degre k > 0 sounds aux relations d’Adem 
et Sq° = 1. Serre introduit les notions d’admissible et d’exces [Ser53] pour les 
operations de Steenrod. Le monome 

Sq h . . . Sq im 

est admissible si ik > ^ik+i pour 2 < k < m et i m > 1. L’exces de cette 
operation est defini par : 

e(Sq 11 ... Sq lm ) - i m . 

L’ensemble des monomes admissibles et Sq° forment une base additive de l’al- 
gebre de Steenrod. Milnor [Mil58] montre cjue Ai a un co-produit naturel qui 
fait d’elle une algebre de Hopf et incorpore l’involution de Thom comme la 
conjugaison. 

Les Sq 2 sont indecomposables et on designe par A{n) la sous-algebre de 
A 2 engendree par les Sq 2 ,i < 2™. Les A(n) sont finis d’apres [Ada58, section 
5]. En fait, toute sous-algebre, engendree par un ensemble fini d’operations de 
Steenrod, est finie. II existe un ensemble minimal de relations definissant A 2 , 
concernant seuls les Sq 2 " [Wal60]. 

Sq 2 Sq 21 = Sq 2 ° Sq 2 modulo A(i — 1), si 0 < j < i — 2, 

Sq 2 Sq 2 = Sq 2 Sq 2 Sq 2 + Sq 2 Sq 2 Sq 2 modulo A(i — 1). 

Pour n > k, on designe par Q £ le produit 

Sq 2k Sq 2k+1 ...Sq 2 ". 

L’ensemble des monomes Q%°Qfa ■ ■ ■ Qk- 01 ^ (up k ;/ ) sont en ordre lexicogra- 
phique 

(■ rij , kj) < ( rij-i , kj-i) pour tout 1 < j < i, 
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forme la base de Wall de l’algebre de Steenrod [Wal60]. 

Modules instables. — Un A 2 —module M est dit instable si Faction de Sq k sur 
un element homogene x de degre n est triviale des que k > n. La categorie des 
modules instables est designee par It. 

On designe par | — | le degre d’un element. Soit Sq 0 l’operation qui, a un 
element homogene x d’un module instable, associe F element S'q , l x L La torsion 
de Frobenius dans U est un endofoncteur $ qui, a un module instable M associe 
le module $M, concentre en degres pairs et ($A I) 2n = M n . Posant 

A m • *1* -1 1 — y M 

&x 1 —> Scigcc 

alors un module instable M est dit reduit si A m est injectif. II est dit nilpotent 
si pour chaque element x £ M, il existe un entier n x tel que 

Sq”*a: = 0. 

On designe par 'Nil la sous categorie des modules nilpotents. 

Notons J[n) Fenveloppe injective de la cohomologie reduite H (S'";F 2 ) du 
sphere S n . Les J(n) sont injectifs, caracterises par Homu (M, J(n)) = (M n )* . 
Ces modules sont finis et done nilpotents. Dualement, il y a des F[n), insta- 
blement et librement engendre par i n de degre n. Les F(n) sont projectifs, 
caracterises par Homu ( F(n),M ) = M n . Le module -F(l) s’injecte dans la co¬ 
homologie 

H*Z/2 = F 2 ['ii] 

done le generateur de F( 1) est souvent designe par u au lieu de i\ . 

Carlsson et Miller ont observe que la cohomologie modulo p d’un p— groupe 
abelien elementaire est injective dans II [Car83, Mil84], Lannes et Zarati ont 
demontre que le produit tensoriel d’un tel module avec un module de Brown- 
Gitler reste injectif [LZ86] et cela donne : 

Theoreme 2.1 ([LS89, theoreme 3.1]). — Chaque module injectif indecompo¬ 
sable de la categories U est un produit tensoriel L<g>J(n) entre un facteur direct 
indecomposable de (H*_BZ/p)® d et un module de Brown-Gitler. Un modide in¬ 
stable injectif est la somme directe des modules de ces types. 

Ce theoreme signifie qu’un module instable injectif se decompose en somme 
directe entre un module reduit et un module nilpotent. Pour chaque ?r, on 
designe par x n le seul generateur de (J(2")) 1 . Les modules de Brown-Gitler 
ont explicites par Miller : 

Theoreme 2.2 ([Mil84, theoreme 6.1]). — Pour p = 2, il y a un isomor- 
phisme d’algebres bi-graduees : 

0 J(n) A F 2 [x n ,n> 0, ||s n || = (1,2”)]. 

n> 0 
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L 'action de I’algebre de Steenrod est deftnie par Sq l x n = x„_ 1 et par la formule 
de Cartan : 

m 

Sq m (xy)=Y / Sq i (x)Sq m - i y. 

»=o 


2.1. La reduction du travail. — Posons : 


H r 


F( 1) 
<f> r F( 1)' 


De maniere recursive, on definit pour k > 2 : 

A k M := Am o $ (A^ 1 ) : <t> k M M. 


Un module instable M est dit connexe si il est nul en degre 0. 


Proposition 2.3. — Soient M un module instable connexe et r un nombre 
entier. Alors le morphisme A’p^ induit un isomorphisme 

Exty (<FM, $ r E( 1)) S Exty ($ r M, F( 1)). (1) 

De plus 

(A$r M ) ° (a^^^ * = (a^-^ * o Ext u ($, d>). (2) 

Demonstration. — L’isomorphisme (1) se resulte des remarques suivantes : 

1. les groupes Exty (<b r M, H r ) sont triviaux; 

2. le module H r s’insere dans la suite exacte 

0 -s- $ r F(l) F{ 1) -> H r -> 0. 

L’identite (2) se decoule de ce que le morphisme Ext^ (A$r M , $ r E(l)) se fac¬ 
torise a travers Ext{ ( ($ r+1 M, via Exty (d>, $). □ 

A l’aide de la proposition 2.3, on se ramene a etudier la resolution injective 
minimale du module F( 1) et les morphismes (A^n-i^-^) . 

Corollaire 2.4. — Soit M un module instable connexe. II existe un isomor¬ 
phisme entre les co-limites : 

colim n Extu ($ n M, F(l)) ^ colim n Extu ($”M, <S> n F( 1)). 

De plus les Ext^ (4), $) sont des monomorphismes si et seulement si (A$n-i M )* 
les sont. 


On designe par (/*,<9*) la resolution injective minimale de E(l). Chaque 
module P se scinde en somrne directe RP (AN 0 : R° est reduit et N° est nilpotent 
[LS89, theoreme 3.1]. Puisque Hom u (N\R l+1 ) est nul pour tout i > 0, les 
morphismes restreints <9 *|tv font de la suite (N r , d r \N^Y un sous-complexe 
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de la resolution injective minimale de F( 1). Desormais d l \jyi : N l —>• N l+1 est 
note par d l n . On peut exprimer les differentielles d l sous forme matricielle : 

^ :N l ®R l -A N l+1 © R l+1 . (3) 

Designe par $ l’adjoint a droite du foncteur $. Connne les R l sont injectifs 
reduits, alors <&R l = R l [Sch94, theoreme 6.3.4], On a des isomorphismes : 

Hom u ($ n F(l), I m ) ^ Hom u ($ n F(l), N m 0 R m ) 

“ ($ n N m f ®{R m f. 

Par consequent, il suffit de considerer la partie (N*,d*) et seul le degre 1 de la 
partie (R* , d* j pour calculer les groupes Exty ($"F(1), F(l)). 

2.2. L’homologie du complexe (il*, d*). — D’apres [HLS93,1.7] le fonc¬ 
teur / : It —>• admet un adjoint a droite que l’on note to. En particular, 

/ o to est equivalent au endo-foncteur . 

Notation 1. — On note i le foncteur compose too/. II est appele foncteur 
de localisation loin de Nil. 

Un module instable M est dit Nil— ferme si Ext^ (N, M) est nul pour tout 
module nilpotent N et pour i = 0,1. 

Proposition 2.5 ([HLS93, 1.7]). — Le module (.(M) estNil—ferme pour tout 
module instable M. De plus si M est Nil—ferme, M g(M). 

Puisque les modules injectifs reduits sont Nil— fermes, alors 
COROLLAIRE 2.6. — On a une identification des complexes : 

i{I\d*)^{R\d' r ). 

L'homologie du complexe (R*,d*) est isomorphe au derive £*(F( 1)). 

La description de £*(F( 1)) que l’on donne dans la suite est une recolte des 
travaux presentes dans [FLS94] (voir aussi [Sch03]). 

Theoreme 2.7. — Etant donnes M dans U et F dans 3^, il existe une suite 
spectrale du premier quadrant 

Ext* u (M, i j (m(F))) =► Ext(+ J (f(M),F). (4) 

Demonstration. — On considere la paire des foncteurs 

uAu Homu(M ’~ ) > v g2 . 

Le foncteur / est exact. Puisque le foncteur to est exact a gauche, le foncteur 
t Test aussi. Dans la rnesure ou to et / preservent l’injectivite des objets, il en 
est de meme pour t. On deduit de la suite spectrale de Grothendieck associee 
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a la paire {£, Homu (M, —)} qu’il y a une suite spectrale du premier quadrant 
convergeant vers 

R' i+J (Hom u (M, «(-))) S' &+* (Homu (/(M), /(-))) 

— Ext^"- 3 (/(M),/(—)) 

dont la deuxieme page est 

R* (Homu (M, -)) (R J (£)) “ Extu (M,F(-)) • 

En l’appliquant au module m(F ) on obtient la suite spectrale 
E% j = Ext^ (M,P'(to(F))) =► Ext(+ j (. f(M),F) 
d’ou le resultat. □ 


On note / le foncteur d’inclusion V i-> V, et le foncteur qui, a un espace 
vectoriel V, associe le groupe des invariants (V'® fe ) k ou le groupe symetrique 
&k agit par permutations sur V® k . Puisque F(k) est projectif, la suite spectrale 
(4) pour (F(k), I) £ U x s’effondre et donne : 


COROLLAIRE 2.8. — II y a un isomorphisms : 

£ i (m(I)) k = Exty (r fc ,/) . 

Le theoreme suivant caracterise des relations entre les D(m(I)) k . 

Theoreme 2.9 ([FLS94]). — Les groupes Extljr(r m ,/) sont triviaux si m 
n’est pas une puissance de 2 et : 

F 2 si 2 k+1 \i, 


Extgr 

De plus les morphismes 


(U‘,7) 


0 sinon. 


Ext? 




r( S ,-.) 


> Ext 


(u\/) 


sont des isomorphismes si 2 fe+1 |i. 


COROLLAIRE 2.10. — Soit i = 2 n (2k + 1). II y a un isomorphisms de modules 
instable : 

F( 1) 


t(F(l)) *£ 


<S> n F( 1)' 


Demonstration. — L’action de Sq 1 sur M n se determine par Faction de Sq l : 
F(n + *)—>■ F(n) sur Homu (. F(n),M ). L’isomorphisme 

*(m(/)) fc SExtjr(r fc ,J), 
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combine avec le theoreme 2.9, montre que, en tant qu’espaces vectoriels gra- 
dues : 

A cause de l’ecart de degres, la seule operation agissant non-trivialement sur 
(f l (F( 1)))” est Sq 2 . A travers la suite spectrale 

Hom u (F(k),e(F( 1))) =s> Exf ? (T k ,l) , 
cette operation devient 




■> Extif (r 2 


fe+i 



et est done non-triviale. Ce morphisme est en fait induit par le Verchiebung 
p 2 fc+1 p 2 fe ^ d ua i au morphisme de Frobenius A 2 * —> S 2k+± (voir [HailO]). II 
s’ensuit que si i — 2™ (2 k + 1) 


f(F(l)) 


en tant que modules instables. 


m 

$ n F(l) 


□ 


En particulier, d’apres [FLS94, theoreme 7.3] : 


Theoreme 2.11. — Le produit de Yoneda fait de Ext^ (I, /) est une 

2 n + 1 

F 2 —algebre commutative. Elle est engendree par les classes e n £ ExtJ- (1,1) 
et admet la presentation suivante 


Ext^ (I, I) = 


F 2 [eo, ei,..., e n ,...} 
(el,n£N) 


(e 2 ,n £ N) designant I’ideal engendre par les puissances 2 —iemes. 


Contre-exemples. — On aimerait que le morphisme Exty (<h, <h) soit injectif 
en general. Cependant : 

Contre-exemple 1. —II existe un entier i tel que le morphisme Extjj (<t>, $) 
Ext^ (<$> l (F( 1) 0 F( 1)), &(F( 1))) -A Exty ($ i+1 (F( 1) ® F(l)), $ i+1 (F( 1))) 
n’est pas injectif. 

On va maintenant justifier ce contre-exemple. Dans un premier temps, on 
montre que 

colim„Ext^ ($ n (F(l) <g> F(l)), F( 1)) = 0. 

Par contre, dans un deuxieme temps on verifie que 

Ex4 (F(1)®E(1),F(1))^F 2 . 
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Alors il existe i tel que n’est pas injectif. Au cas contraire : 

F 2 C colim„Exty ($"(F(1) ® F(l)), F(l)), 

ce qui contredit la triviality de colim„Exty ($™(F(1) ® F(1)),F(1)). 

Selon [HLS93, CS15], on sait calculer colim„Ext^ ($ n M,F( 1)) : 

Theoreme 2.12. — Sait n un entier. Le morphisme 

Ext£[ («, F( 1)) -»■ Ext^ (/(M), I ), 
naturel en M, induit un isomorphisms 

colim„Extu ($ n Af,F( 1)) = Ext^ (/(M),/) 

naturel en M. 

De plus, d’apres [FLS94] 

Exty (/(F( 1) (g) F(l)), /) = Exty (I ® 1,1) = 0, 

alors : 

colim„Extu ($ n (F(l) ® F(l)), F( 1)) = 0. 

Les groupes Ext^ (<j> ra (F(l) ® F(l)), F(l)) doivent etre nuls si on suppose que 
est injectif. Cependant : 

Lemme 2.13. On a un isomorphisms 

Ex4 (F(1)®F(1),F(1))?*F 2 . 

Demonstration. — On designe par A 2 la 2—ieme puissance exterieure. II resulte 
de la resolution injective minimale de A 2 (F(1)) [Cuol4b, corollaire 1.1.4.17] 
qu’on a un isomorphisme : 

Ex 4 (A 2 (F(1)), F(l)) = f 2 . 

Le lennne decoule de la suite exacte longue associee a la suite exacte courte 
0 F(2) -»■ F(l) ® F(l) ->• A 2 (F(1)) ->■ 0. 

□ 

Un contre-exemple concernant les modules nilpotents est donne ci-dessous. 
Contre-exemple 2. — Le morphisme 

Ex 4 (EF 2 , F(l)) -)• Exty (E 2 F 2 , $F(1)) 


n’est pas injectif. 
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3. Sur la resolution injective minimale de .F(l) 

D’apres la section 2, on designe par (I*,d*) = (N* © R°,d°) la resolution 
injective minimale de F(l), R m et N * designant la partie reduite et la partie 
nilpotente respectivement. Les morphismes d l s’ecrivent sous forme matricielle : 

q" y'j :N l ®R l -> TV' +1 © R l+1 . (5) 

La minimalite de la resolution signifie que 1° est l’enveloppe injective de F( 1), 
I 1 est celle du quotient I°/F( 1) et P est l’enveloppe injective du conoyau 
Coker (<9 J-2 ) pour j > 2. 

3.1. La partie reduite de la resolution. — Ce paragraphe est consacre 
pour etudier la partie (/?*, d°) de la resolution injective minimale de F( 1). En 
particulier, chaque module R J sera calcule en degre 1. 

L’enveloppe injective de F( 1) est H Z/2. Nous allons montrer que R k 
contient un seul facteur direct isomorphe a H Z/2 si k est pair et n’en contient 
aucun sinon. Pour ce fait, remarquons ciue d’une part f(F( 1)) = / est simple 
dans © et d’autre part, / preserve la minimalite des resolution. Alors le nombre 
de facteurs isomorphes a H Z/2 de R k , est la dimension sur Homy (/,/) du 
groupe Exty (1,1) ■ II decoule du theoreme 2.9 que : 

Proposition 3.1. — Chaque R k contient un seul facteur direct isomorphe a 
H Z/2 si k est pair, et n’en contient aucun sinon. 

A part H*Z/2 et F 2 , les autres modules instables injectifs indecomposables 
sont 1—connexes [Scli94, section 4.4]. Alors les R 2l+1 sont 1—connexes et 

(r 21 ) 1 = F 2 . 

Par abus de notation on note u le seul generateur de degre 1 de R 2k . L’exacti¬ 
tude de la resolution injective de F( 1) implique cjue df l (u) est trivial alors que 
oj 21 (u ) ne Test pas. II en decoule que chaque terme N 2l+1 contient un facteur 
direct J(2 ni ) tel que 

ui 2l (u) = x ni . 

Dans le reste de cet article, on va montrer que dans plusieurs cas interessants, 
le terme N 2l+1 contient un seul facteur direct de type J( 2 ni ) alors que N 21 n’en 
contient aucun et cela est suffisant pour calculer le groupe Exty ($ r .F(l), F(l)). 
En effet, on va montrer que dans ces cas : 

Proposition 3.2. — Soitl un entier. Si il existe un entier ni tel que 
N 2l+1 = J(2 n ‘) © 0 J (2 m “ (2t a + 1)) 

Ot 
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et que N 21 ne contient aucun facteur direct de type J( 2 n ) alors on a : 

De plus, les morphismes 

Ext# ($ fc E(l),E(l)) -»• Extg ($ fe+1 E(l),F(l)) 

sont injectifs. 

Demonstration. - Puisque N 2l+1 contient une seule copie de J (2™ 1 ), alors si 
k <ni : 

Hom u ($ fe F(l), N 2l+1 ) St Hom u ($ fe F(l), J (2 ni )) St (*J_ fc ). 

Parce que d’une part 

£ 2l (F(l)) ^ (u,u 2 ,... ,u 2l ' og2l] - 1 \u G I 21 ) 
et d’autre part, d 2l (u 2k ) = _ k alors le morphisme 

H 2Z (i?*) -»■ H 2Z+1 (TV*) 

est un isomorphisme F 2 F 2 . II decoule de la suite exacte longue associee a 
la suite exacte courte des complexes 

0 -»• IV* -)• /* -)• R* -»• 0 


que 

Extg ($ fe F(l),F(l)) SO. 

Si fe > ri{ + 1, il resulte de la triviality de Homu ($ fc F(l), N 2l+1 ) que 

Ext 2 ' +1 ($ fc F(l),E(l)) S 0 


et que 


Extg ($ fc F( 1), F(l)) St (£ 2i (F(l))) St F 2 . 


De plus, parce que 


Horn,, ( ff (1 > ,I») * Homu ( ® 

a \^+i F ^ 1 y J a \^ k + i F(iy 

alors Exty ($ fe F(l)/$ fc+1 i 7 ’(l), F(l)) est trivial et 

Extg ($ fc F(l),F(l)) -»■ Extg ($ fe+1 F(l),F(l)) 


2/ /rx y^2i j ^ Q 


est injectif. 


□ 
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3.2. La partie nilpotente de la resolution. — Puisque d’une part, les 
H fc sont finies et d’autre part 

H fc = H fc+1 

alors les H fe+1 (N*, d*) sont finies. Dans ce paragraphe, on va montrer que les 
modules N l sont aussi finis. 

Remarquons que si un module instable est nilpotent ou reduit, il en est de 
meme pour son enveloppe injective. Un module instable peut se calculer connne 
l’extension d’un module reduit par le plus grand sous-module nilpotent. Le 
lennne suivant explique comment on forme l’enveloppe injective de l’extension 
a partir de la partie nilpotente et celle qui est reduite. La verification de ce 
lennne est simple et est laissee aux lecteurs. 

Lemme 3.3. — Etant donne une suite exacte courte 


0 -A N -A M -A R -A- 0, 

N designant un module nilpotent et R designant un module reduit, l ’enveloppe 
injective de M est la somme directe de I’enveloppe injective de R et celle de N. 


Alors, pour determiner N 3 il faut calculer les sous-modules nilpotents les 
plus grands des Coker {d 3 ~ 2 ). On se place dans une situation generale des 
categories abeliennes. La proposition suivante est classique et est laissee aux 
lecteurs. 

Proposition 3.4. — Soient G une categorie abelienne et (P, une suite 

exacte dans G. On designe par (IV- 5 , c^) J “° un sous-complexe de cette suite. 

On note (R? , d^.y~° le complexe quotient (P/N^Y~° . Alors, le noyau AP du 
compose 

Coker (d :l ) -»■ Coker (d J r ) -> 

s’insere dans une suite exacte : 

0 -> W (R',dt) -A Coker (d J n ) -A M j -a H j+1 (R\ %) -A 0. 

Cette proposition applique a la resolution injective minimale de .F(l). 


R> +1 

Ker (^ +1 ) 


Proposition 3.5. — Le noyau .M 3 du compose 
Coker (d 3 ) -A Coker {pi) -A 


R 3+1 


Ker 


(* +1 ) 


s’insere dans une suite exacte : 

0 -A P (F( 1)) -A Coker (d 3 n ) -A Jt 3 -A P +1 (F( 1)) -A 0. 
De plus, N 3+2 est l ’enveloppe injective de ^W 3 . 
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Demonstration. — La proposition resulte des trois points suivants : 

1. Ielemme3.3; 

2. les i? J+1 /Ker (9^ +1 ) sont reduits; 

3. les P (F(l)) et Coker (c%) sont nilpotents. 

□ 

Conrme F( 1) est reduit, 1° Test aussi et il suit que N° = 0. Alors, par une 
recurrence simple on obtient : 

Corollaire 3.6. Dans la resolution injective minimale de F(l), les N l 
sont finis. 

Si M est un module instable fini, on designe par d(M) le plus grand clegre 
tel que M n ne soit pas trivial. Pour exemple, d(J(n)) = n. Le lemme suivant 
mesure les d(A^ z ). 

Lemme 3.7. — Si n > k + 1 > 2 alors : 


m 

2 n — 2 

2 n - 1 

2 n 

2" + 1 

2?i _ 2 k — 1 

2" — 2 fe 

2 n - 2 k + 1 

N m 

0 

A i) 

0 

J (2 i ) 

A 2) 

0 

J (2 fc-i ) 


Si l est un entier tel que 2 k 1 — 1 > l > 2, alors : 

d ^AT 2 "- 2fe +^ = 2 fe_1 -1 + 1 et ^N 2n ~ 2k+i y 1+1 S F 2 . 
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Demonstration. — II resulte des corollaires 2.10 et 3.6 que 


m 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

N m 

0 

0 

0 

A i) 

0 

J(2) 


Supposons que le lemme est vrai pour tout n < q— 1. On verifie le cas n = q. 
Par hypothese de recurrence, 


m 

to 

-C) 

1 

to 

►Q 

1 

CO 

to 

►Q 

1 

to 

2 q - 1 

2 q 

2^ + 1 

N m 

0 

J(2) 

0 

J(l) 

0 

J{ 2 q ~ L ) 


Parce que, d’une part, 


( y / 2 « \ ( Coker (d 2 '‘) \ 

A \ J ) d P q (F(l)) ’ 


V P\F(l)) ) 

et d’autre part la suite 

N 2Q+1 -> N 2q+2 -+ N 2q+3 
est exacte en degre 2 q — 1 alors 


(tv 2?+2 ) 


= 2 q ~ l - 1 et 


(tv 25 - 1 ) 


2 «—i_i 


— Ft. 


De maniere analogue on obtient des egalites pour 2 <t <2 q 1 — 1 : 

2 q ~ 1 -t+l 


(iv 2 ^) 


= 2 q 1 — t + 1 et 


( N 29+t y 


= f 2 . 


Le noyau z q + 2 q 1 3 s ’i nS e re dans la suite exacte courte : 

0 -A E 2 F 2 -A Jl 2q+2q ~ 1 " 3 -»• J( 1) -A 0. 

II decoule (voir [Cuol4b]) de la resolution projective minimale de EF 2 que 


Ext; 


2 u +2 “~ 1 - 1 (£F 2 ,F(1)) = 0. 


Alors N 2q+2Q 1 1 ne contient aucune copie de J( 1) et done 

jy2 q +2 q ~ 1 — l gg J{2) 

Une recurrence simple sur s tel que q > s > 2 montre que : 

N 2^-r-i * J(2)j N 2^-2‘ * 0) N 2 q ^-r + i g, 


(iv 25+1 - 


— 2 +r \ cys — l 


= 2 s " 1 - r + 1 et 


(iv 2,+1 


—2 +r 


2 s_i —r+1 


— F 2 , 


pour 2 < r <2 S 1 — 1. II en decoule que N 2<1+ 2 = 0 et done 7V 2?+1 1 = J(l). 

Le lemme en resulte. □ 
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Comme une consequence du lennne 3.7, ^ 2k+1 est une extension triviale 
de N 2k+2 {R\d*) par Coker (<9 2fe+1 ) si k est de la forme 2 n - 2 m - 1. On 
montre en fait qu’elles sont les seules extensions triviales. Avant de detailler 
cette classification des extensions dans la section 5, on etudie un phenomene 
de periodicite de la partie nilpotente de la resolution injective de F(l). 


4. Un phenomene de periodicite 

On rappelle que Exty (/, I) est engendree par e n £ Exty (7,/) en tant 
qu’algebre (voir le theoreme 2 . 11 ). 

Notation 2. — Soient deux entiers n > k > 2. On designe : 

e(n, &) — e n _ 2 e „_3 ... e&. 

Le cup-produit avec e(n, k) induit un isomorphisme [FLS94, proposition 7.2] 

Exty (/, I) ~ e(n ' k) > Ext| n " 2fc+1 (I, I ). (6) 

On designe par 7 £ Homy (/, / (i? 0 )) le morphisme qui represente l’unite 
1 et par S £ Horn 3 -/ ^i? 2n_2fe+1 ^ celui qui represente e(n, k). Puisque 

(/(i?*), f(d*)) est une resolution injective dans IF du foncteur /, l’isomorphisme 
(6) signifie que S se factorise a travers 7 via un morphisme 

70 : f(R°) f(R 2n ~ 2k+1 ). 

Grace a l’exactitude de la suite 

I ^ f(R°) -> /(i? 1 ) -t • • • f(R n ) -t • • • 
et a l’injectivite des foncteurs f(R l ), on obtient un morphisme de complexes : 

7 . : .f(R') -t / (i? 2 "- 2fc+1 +‘) 

tel que les morphismes induits en cohomologie sont les cup-produits avec 
e(n, k). On rappelle que le foncteur / : U —» 1 adrnet un adjoint a droite qu’on 
designe par m. Puisque les modules R l sont 'Nil— fermes, alors 

(m( 7 .)) : RT -)• R*+ 2n ~ 2k 

est un morphisme de complexes. Designons par a 1 le morphisme 771 ( 7 ,). Alors 
pour 0 < t < 2 k ~ 1 — 1 , on a 

a 2 +2t {u) = u 

et done le morphisme a 2 +2t induit un isomorphisme 
f k+2t (F{ 1)) 4 £ 2n ~ 2k+2t (F(l)). 
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Theoreme 4.1 (Periodicite). — Etant donne n > k > 2 on a : 


N 2---z-+t ^ jyz 

pour tout 0 < t < 2 k — 1 . 

Demonstration. — II suit du lemme 3.7 que N 2 ~ 2 et N 2 sont triviaux. Alois 
Coker (d 2 ^ = Coker [d 2 

Coker (a 2 "" 2 ") S Coker (a 2 "" 2 '') . 

Puisque / 2 ” _2k+1 est injectif, il existe fi 2k+l : J 2 '°+ 1 —>. j 2 ' l - 2 fc +i q U j f a j^ com _ 
muter le diagramme 


-)■ Coker ^a 2 1 ^j ( - 


-4 / 2 + 1 


(7) 


k ; a/? ■ 

-A Coker ^,92 n -2 fc -i^c-> j 2 "- 2 fc +i 


Parce que, d’une part 

N 2k+1 ^ J (2 fe “ 1 ) £* jV 2 n -2 fc+1 

et d’autre part 

a 2 " (u) = T fc _! = a 2 "- 2 " (u) 

alors la restriction de /3 2 +1 sur TV 2 +1 est un automorphisme cle J (2 fe_1 ). 
Puisque les I 3 sont injectifs, le diagramme (7) montre qu’il existe un morphisme 
de complexes : 

p 2k +' : j2 fc +. ^ / 2"-2 fc +. 

Supposons que /3 2 +t entraine 

y/ 2n - 2k+ t~ 2 ^y/ 2k +t- 2 , 

jy2 n —2 fe +t ~ jy2 fc -j -t 

pour tout 1 < t < m < 2 k ~ 1 — 1. On passe au cas t, = m. Par hypothese de 
recurrence, /3 2 +m induit un diagramme commutatif 


l ' 2k+m ~ 2 ( F {!))<--4 Coker (af +m “ 2 ) 


y2 -\-m—2 




2 B +m-l 



\ 

/ 




(F( 1))<— 

-> Coker (a“ 2 ) — 

- yjt 1 

y.—2 _ 



W)) 


(m) 


ou s = 2"—2 k +m. On peut conclure la recurrence et le theoreme en decoule. □ 



20 


NGUYEN THE CUONG 


5. Sur les extensions ^# 2fe + 1 

Le coeur de cette section est le theoreme suivant : 

Theoreme 5.1. — Les extensions ^ 2fc+1 sont triviales si et seulement si k 
est de la forme 2 n — 2 m — 1 , ou n > m. 

Afin de demontrer ce theoreme, on introduit ci-dessous une interpretation 
de la non-trivialite de l’extension . 

Proposition 5.2. — Soit k = 2 r (2m + 1) — l,r > 1. Alors I’extension 
J( k e Ext u ’ Coker 

n’est pas triviale si et seulement si I’une des deux conditions equivalentes sui- 
vantes est satisfaite : 

1 . Velement Lo k+1 (u 2 ) n’est pas nul; 

2. il existe v dans R k tel que d k (v) = u 2 et que d k (v) —u 2 n’est pas trivial. 
Demonstration. — Le module R k+1 est 1—connexe et 

(R k+1 ) 1 “ (^Z/2) 1 S (u). 

Done il resulte de l’exactitude de la resolution {/*,<9*} de F(l) que N k+2 
contient un facteur direct J(2 m “) tel cjue 

to k+1 (u) = x ma . 

Parce que i k+1 (F( 1)) = H r alors 

oj k+1 (u 2 ) = Sq 2 Sq 2 ...Sq 1 x rria . 

Il suit que m a > r — 1 et l’extension n’est pas triviale si et seulement 
si cette inegalite est stricte. C’est equivalent a dire que oj k+1 (u 2 ) n’est pas 
nul. En d’autres termes, u 2 n’est pas un cobord. Par ailleurs (voir le corollaire 
2 . 10 ), la suite 

(R k f r -»• ( R k+1 ) 2r -»■ (. R k+2 ) 2T 

est exacte done il existe v £ (^ fc )" tel O ue d k (v) = u 2r . Il en resulte que 
d k (v) ^ u 2 . Alors, la trivialite de l’extension jfo' k est equivalente a la non- 
trivialite de d k (v ) -u 2 \ □ 

Definition 5.3. — Soit k = 2 r (2l + l) — l. L’extension ^/F k est dite Sq 1 — non- 
triviale si il existe v G R k tel que Sq 1 ( d k {v) — u 2 ) ^ 0 et que d k (v) = u 2 . 

On constate que la Sq 1 — non-trivialite entraine la non-trivialite des exten¬ 
sions. Alors le theoreme 5.1 se decoule du lemme suivant. 
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Lemme 5.4. — Si s^ 2k+1 est Sq 1 — non-triviale pour tout k < 2 n n’etant pas 
de la forme 2 m — 2 l — 1 ou m > l, alors il en est de meme pour 2k+1 ou 
k < 2 n+1 n’etant pas de la forme 2 m — 2 l — 1 ou m > l. 


Demonstration du theoreme principal. — Le theoreme 5.1 est denron- 
tre par recurrence. La preuve sera divisee en deux etapes. D’apres le lemme 
3.7, le theoreme 5.1 est vrai pour k < 2. On peut done etablir l’argument de 
recurrence. 

Dans un premier temps, on demontre que si j(i'( 2 + *,0 < t < 2 r ~ 1 — 2 n’est 
pas Sq 1 — triviale pour n > r alors il en est de meme pour ^ 2 ~ 2 +t . 

Puisque si t, est de la forme 2 r —2 k — 1, k < r— 1, l’extension +t est triviale 

alors dans un deuxieme temps, on rnontre que jfa /2 +2 est Sq 1 — non 

triviale pour 1 < r < n. 

Premiere partie de la preuve. — Soit q = 2 r_ 1 (2 s + 1) — 1 < 2 ™^ 2 — 1. On se 
place dans une situation similaire que celle de la preuve du theoreme 4.1. Alors 
il existe un morphisme de complexes 

P * : I^ +m -> / 2 "+ 2 ^ 1+# , 

tel que pour j < 2 n ~ 2 

p 22 (u) = u. 

On va montrer que la Sq 1 — non-trivialite de jfc' 2 +2 + 2 <i+ 1 entrame la 

Sq 1 — non-trivialite de ^ 2 + 2q+1 . 

Supposons que */# 2 +2 + 2< i+ 1 n’est pas Sq 1 — triviale. On va montrer que 

u 2 € / 2 +2q+2 n’est pas un cobord. On suppose par l’absurde qu’il l’est. Alors 
il existe x € R 2 ’ l + 2q + 1 tel que 

d 2n+2q+1 {x) = u 2r . 

Il en resulte que 

u 2 r = p2 n +2q+2 = g 2 n +2 n ~ 1 +2q+l ^g2"+2g+l 

ce qui contredit la non-trivialite de ^ 2 +2 +29+1 . Soit z € R 2 +2q+1 tel que 

d 2n+2q+ i(x) = u 2r . 


Un tel ^ existe a cause de l’exactitude de la suite 

R 2Ti+2q+i y —t (i? 2 ”+ 2 «+ 2 y (^R 2n + 2q+3 y. 

Notant m := 2™ + 2™ _1 , il s’ensuit que : 

gm+2q+l ^p2 n +2q+l = ^ 

02 n +2q+2 ^ Sq l ^Q2 n +2q+l^ _ = g q l ^m+2g+l ^2 n +2q+l ^ _ ^2^ 

Il en decoule que ^ 2 ” +2?+1 est Sq 1 — non-triviale. 
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Par hypothese de recurrence de la Sq 1 — non-trivialite de 2 +2 + 2 i + 1 
pour g < 2 n ~ 2 — 1, les + 2 4 + 1 ne sont pas Sg 1 — triviales si q < 2 n ~ 2 — 1 
n’etant pas de la forme 2 n ~ 2 — 2 k — 1 , k < n — 2. 

Suite de la preuve. — Soient q < n — 1 et it 2 ’ € R 2 +2 _2<I . II decoule du 

corollaire A.4 qu’il existe une ( 'u 2Q — > u 2 —suite (voir la definition A.l) 


{ 


Conune 

alors 

II decoule de 

que 


Vi e R 2n + 2n 1 ~ 29 -i-i \ Sq i v . ^o,0 <i< 2 n ~ 1 -2«-2 
d 2 " (u 2 " ^ =xf \ 

d 2 " (u 2n 1_1 ) = Sq 1 v 2 n-i-2i-2 +%T 1 ~ 2 x 1 . 


} 


dl 


- + ,( 


x 0 XI = x 0 


d (v 2 n-i — 29 — 2 ) — Sq — 3 + Xq X\. 

De maniere similaire, on obtient : 


d 2 


[ {v 0 ) = u 2 " +xl" 1 x 1 . 


II resulte que +2 2<1 1 est Sq 1 — non-triviale. 

Le lennne 5.4 permet de conclure le theoreme 5.1 par recurrence. 


6. Les cas particuliers 

Le theoreme 4.1 permet de concentrer au calcul de N 2 +m pour m < 2 fc_1 . 
Dans le cadre de cet article, on peut effectuer les calculs pour 1 < m < 4. 

6.1. Les N 2 + 2 . — Les modules N 2 +2 sont calcules a l’aide du lemme 
suivant dont la preuve est laissee aux lecteurs : 

Lemme 6.1. — La suite 

]y2 k +l ]\j2 k +2 

fournit les deux premiers termes de la resolution injective minimale de H*,. 

On rappelle que la somme directe © n>0 J{n) est isomorphe a l’algebre : 
F 2 [xj|i > 0 ,Xi € J(2 i ) 1 ] 

Un morphisme de modules de Brown-Gitler J(n) —> J(m) est determine par 
une operation de Steenrod 8 de degre n — m. Ce morphisme est designe par ud. 
La determination de N 2 +2 se realise dans la proposition suivante : 
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Proposition 6.2. - II y a un isomorphisme : 

k —3 


N 


2 +2 r\j 


0 ./( 2 k ~ 1 ~2 i ). 


i=0 


Le morphisme +1 se presente sous forme matricielle : 


(•Sq 1 ,»Sq 2 ,...,»Sq 2 


Demonstration. — On rappelle que la base de Wall de l’algebre de Steenrod 
comporte que les produits de Sq 2 . Puisque J(2 fc_1 ) est cocyclique, alors pour 
un element x £ J(2 k ~ l ) il existe un monome Sq 2 1 Sq 2 2 ... Sq 2 k tel que 


Sq" Sq" .. .Sq x = Xq 

Par l’instabilite, rij > k — 2 et les seuls monomes contenant Sq 2 sont 


Sq 2k 2 Sq 2k 3 ...Sq 2k *,2 <i<k. 


Les elements de J(2 fe 1 ) correspondant a ces operations torment un sous mo¬ 
dule isomorphe a H*,. Alors le compose 


Hfc -A J(2 te ” i ) 


(•■Sg 1 ,* 
fc-l\ V 


Sq 2 ,...,»Sq 2 


k —3 

A 0 J(2 k ~ 1 - 2i) 

i =0 


est trivial. Puisque les J(m) sont co-libres, le quotient J(2 k 1 )/H k s’injecte 


dans ©f =0 3 J( 2 k 1 — 2 l ). Le lennne en decoule. 


□ 


6.2. Les AT 2 + 3 ,fc > 2. — Le module N 2 +3 est l’enveloppe injective de 
+1 qui s’insere dans la suite exacte courte : 


A Coker 


{dt +1 ) 


/ 2 K +1 


>l 2 + 2 (F(1))->0. 


Proposition 6.3. — Soit k> 2. L’extension 

Jt 2 +1 £ Ext| ( ^Hi, Coker ^3 2 +1 ^ 

est non-triviale et I’enveloppe injective de Coker ^<9 2 +1 ^ est celle de M' 2 +1 . 

Demonstration. — La non-trivialite de ^# 2 +1 se resulte du theoreme 5.1. 
On note Iq l’enveloppe injective de Coker et I\ celle de ^ 2k+1 . On 

constate que Io C I\ . La suite exacte courte 

0 -A Coker (df +1 ) -A -a Hi -a 0 

montre que I± C Io ©Hi. Puisque l’extension est non-triviale, cette inclusion 
n’est pas stricte. On en deduit que Iq = I\. □ 
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COROLLAIRE 6.4. — La suite 


N 


2"-2* + l 


-+N- 


1 p ) 2 n -2 K +2 , 

2 n -2 +2 An _>. A r 2 ™- 2 fe +3 


fournit les trois premiers termes de la resolution injective minimale de Hfc. 


6.3. Les iV 2fc + 4 , k > 3. — On rappelle que N 2k+4 est l’enveloppe injective 
de Ker ( 2 ^+ 2 ) qui se calcule de la suite exacte courte : 

0 —> J(l) —> Coker (<9 ) 2 +2 —> Ker ( 2 ^+ 2 ) —>• 0- 

c\k ~ a o k 10 

Puisque J( 1) est injectif, N 2 +4 © J(l) est l’enveloppe injective de Coker (d) n . 
Alors : 


Proposition 6.5. — II existe un morphisme N 2k+3 — > N 2k+4 © J(l) tel que 
la suite suivante 


0 ^ H fc ^ N 2k+1 N 2k+2 N 2k+3 ->■ N 2k+i © J( 1) 

fournit les auatre vremiers terme° 




7. Torsion de Frobenius 

Dans cette section, on calcule les premiers termes de la resolution injective 
minimale de Hfc afin de completer le resultat principal sur la partie nilpotente 
de la resolution injective minimale de F(l). Cette information permet d’etudier 
l’effet de la torsion de Frobenius sur certains groupes d’extensions de modules 
instables. 

7.1. Resolution injective minimale de Hfc. — La proposition 6.2 fournit 
les deux premiers termes de la resolution injective minimale de Hfc : 

(tSq 1 ,»Sq 2 ,...,*Sq 2k 3 'j k —3 

0 -> Hfc -> J (2 fe - 1 ) 0 J (2 fc_1 - T) 

2=0 

On designe par J 2 le troisieme terrne de la resolution injective minimale de Hfc 
et par d 2 l a deuxieme differentielle. Cette sous-section est consacree a calculer 
les Jf et d k 2 . 

Selon [Wal60], pour 0 < j < i — 2 ou j = i, il existe les operations de 
Steenrod to- • ou 1 < t < i telles que 

Sq 2i Sq 2j =Y j Sq 2i ~ t ml j . 

t= 1 


Alors : 
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Lemme 7.1. - On a : 

/ k—2 


( 


\ 


4 = 0 J (2 fc_1 - 2*) 0 0 J (2 fc - 1 - 2* - V) 


\ 1 


l l<z<fc-2 
\0<j<i-2 


J 


et d k restreint au J(2 k 1 — 2*) tiers J(2 fc 1 — 2 n — 2 m ) esi 

Demonstration. — Soient deux entiers n,m tels que 0 < m < n — 2 < k — 5. 
On designe par a; l’element 


2 fc_ 1 — 2 n — 2 m 


G J(2 k ~ 1 ). 


Alors 


St; 2 Sq 2 x = S'!; 2 S'!/ 2 x 


2 c„ 2 " 


= Xfl 


II suit que 

(•Sq 1 ,»Sq 2 , . . . ,»Sq 2k 3 ) (x) = xf 


_2 n+1 —2 m 2 n 2 fc_1 —2 n+1 —2 m 2 
X-i i i 


Si 2/ G ®-r 0 3 J (2 fe - 1 - 2‘) on designe par t/ son image dans 


Coker 


(•Sq\*Sq 2 ,,..,*Sq 2 


Alors 


2 fc — i _2 n + 1 —2 m 2 n 2 fc_1 —2 n + 1 —2 m 2 n 


On montre que 1 2 " +1 2m xf n est non-trivial. Supposons par l’absurde qu’il 
est trivial. Alors il existe z £ J{2 k ~ l ) tel que 


II suit que 


(•Sq 1 ,»Sq 2 ,...,*Sq 2k ^ (z) = a 
(Sq 2 " 1 Sq 2 ™ + Sq 2 ™ Sq 2 "^J (z 


2 k — i_ 2 n+1 _ 2 m 2 n 


( 8 ) 


D’apres [Wal60] 

Sq 2 Sq 2 + Sq 2 Sq 2 G A(n — 1) 
ce qui contredit l’egalite (8). De meme maniere, 


2 fe - 1 - 2 ™+ 1 - 2»+ 2 2 " 2 " <- 7 . o 

Xq X 0^2 5 ' v _ 'J 


ne sont pas triviaux. Puisque la base de Wall de l’algebre de Steenrod ne com- 
porte que les produits de Sq 2 , alors pour tout element v de 

t\ 


Coker f (•Sq 1 , •Sq 2 ,..., »Sq 2 



26 


NGUYEN THE CUONG 


il existe une operation de Steenrod 6 telle que 9v appartient au sous module 
M engendre par 


[ 2 n + 1 — 2 m ^,2 


_ 2 ^+1 _ < 2'n,-\-2 2 


1 5 *^0 


xi x\ ,0 < m < n — 2 < k — 5 


}■ 


Alors J k est l’enveloppe injective de M et on conclut le lemnre. □ 

7.1.1. Les cas particuliers. — Le lemnre suivant detaille les N l pour i < 24. 


Proposition 7.2. — On a 


k 

l 

2 

3 

4 

~w~ 

0 

0 

J(l) 

0 

k 

5 

6 

7 

8 

~w~ 

J(2) 

0 

J(l) 

0 

k 

9 

10 

11 

12 

~w~ 

J(4) 

A 3) 

J(2) 

0 

k 

13 

14 

15 

16 

~w~ 

J(2) 

0 

J(l) 

0 

k 

17 

18 

19 

20 


A 8) 

J(7) © J(6) 

J(6) © J(4) 

J(5) 

d k 

(•Sq 1 ,»Sq 2 ) t 

/ .Sq 1 0 \ 

\ • Sq 2 Sq 1 • Sq' 2 / 

(•<SV,0) 

• Sq 1 

k 

21 

22 

23 

24 

~w~ 

J(4) 

J(3) 

J(2) 

0 


^Sq 1 


0 

0 


Demonstration. — Les N k et d k pour k < 20 sont calcules graces a la sous 
section 7.1 et au lemme 3.7. Puisque ^# 18 = Coker (5) oil 


S 


l 


t ls (F( 1)) <->• Coker 


J(7) © J(6) 


( • Sq 1 0 \ 

V* (Sq 2 Sq 1 ) .Sq 2 ) 


\ 

J(6) © J(4) 


V 


/ 


done ^# 18 £* S 5 F 2 alors N 20 £* J(5). 

Parce que, cl’une part, Coker (<9 49 ) = E 4 F 2 et d’autre part _# 19 est une 
extension non-triviale dans Exty (£ 20 (F(1)), Coker ( d , 49 )) alors ^# 19 = H 3 . II 
en decoule que IV 21 est isomorphe a J(4). 

De maniere similaire on obtient N 22 = J(3), A -23 = J(2) et IV 24 = 0. □ 


Fixons : 


k 

J{ni , ...,n k ) := @J(n k ). 

i=l 


De maniere analogue, on obtient 
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Proposition 7.3. - On a 


k 

33 

34 

35 

N k 

J( 16) 

=7(15, 14,12) 

7(14,12, 11, 8) 

d k 

(S) 

wwm 

/ •Sq 1 0 0 0 \ 

• Sq 4 •Sq 2 .Sq 1 0 ) 

\.Sq 6 ’ 3 .Sq 4 ’ 2 ’ 1 .Sq 4 ’ 2 .Sq 3 J 

k 

36 

37 

N k 

7(13,10, 5) 

7(12,4,3) 

d k 

( •S<! 1 0 0 \ 

• S, 6 - 2 ’ 1 .S, 5 ’ 1 0 

V .S, 6 - 2 ’ 1 .Sq 4 ’ 2 ’ 1 .Sq 2 J 

/ •Sq 1 0 0 \ 

1 .Sq 6 0 0 ) 

\ 0 • Sq 1 0 / 

k 

38 

39 

40 

N k 

7(11,6,3) 

7(10,2) 

7(9) 

d k 

1 

(•Sq\ 0) 

• Sg 1 

k 

41 

42 

43 

N k 

J(8) 

7(7, 6) 

7(6,4) 

d k 

(•Sq 1 , •Sq 2 J t 

( •Sq 1 0 \ 

\ •Sq 2 Sq 1 •Sq 2 ) 

(•Sq 1 , 0) 

k 

44 

45 

46 

N k 

J(5) 

7(4) 

7(3) 

d k 

• Sq 1 

• Sq 1 

• Sq 1 

k 


48 

49 

N k 

J(2) 

0 

7(8) 

d k 

0 

0 

0 


On peut done formuler le resultat principal sur la resolution injective mini¬ 
male de F(l). 

Theoreme 7.4. — Pour n > 6 on a : 



2 n - 32 

2 n - 31 

2" - 30 

2" - 29 

2 n - 28 

f2H| 

0 

>7(16) 

J(15,14,12) 

J(14,12,11,8) 

.7(13,10,5) 


2 n - 27 


2" - 25 

2" - 24 

KB9 





*7(9) 

7(8) 

Dl 

2 n - 22 



2" - 19 

2 n - 18 

ggHI 

>7(7, 6) 

>7(6,4) 

*7(5) 

7(4) 

7(3) 


2 n - 17 


2" - 15 

2" - 14 



J(2) 

0 

>7(8) 

7(7,6) 

7(6,4) 

■a 

2 n - 12 

2" - 11 

2" - 10 

2 n - 9 

2" - 8 

pa 

J(5) 


>7(3) 

7(2) 

0 

U 

2" - 7 

2” — 6 

2 n — 5 

2 n -4 

2" - 3 

pm 

■7(4) 


>7(2) 

0 

7(2) 

O 

2" - 2 

2” - 1 

2 n 

2 n + 1 
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~w~ 

0 

J(l) 

0 

r J(2"" 1 ) " 

k 

2 n + 2 

2"+ 3 

~W~ 

- 1, 2 n ~ 1 - 2,..., 2 n ~ 1 - 2"" 3 ) 

J(2 n -' 2 ) ® A 2 n+3 


( 


^2"+3 designant 

( 0 J (2”- 1 - 2‘) J 0 0 J (2™ _1 - 2 4 - 2?) 

\*=1 / l < i < n —2 

\0<j<i-2 

La proposition 3.2 permet de conclure : 


\ 


Theoreme 7.5. — Pour i < 49 ou i = 2 n - 2 5 +1 avec 0 < t < 2 5 + 2 e£ 
n > 5, il y a des monomorphismes 

Ex 4 ($ r E(l),$ r F(l)) c —>• Ext^ ($ r+1 F(l), $ r+1 F(l)) 

powr tout r. 


Notation 3. — Soient d un entier pair et 2 ni + ••• + 2" fc son expression 
2—adique. On note : 

v(d) = 1 + rife — k. 


Le theoreme suivant est un corollaire du theoreme 7.5. 


Theoreme 7.6. — Pour d < 49 ou D = 2" - 2 5 + 1 avec 0 < t < 2 5 + 2 et 
n > 5, on a : 

fO si 2 %d, 

Ex 4 ($ r F(l), $ r F(l)) = <^ 0 si 2 | d et r < v(d), 

I F 2 sinon. 

Theoreme 7.7. Soit d un entier pair, on a : 

F 2 C Ex 4 ($ r F(l), $ r F(l)) si r > v(d). 

De plus si r > v(d) le morphisme 

Ex 4 ($ r F(l),$ r F(l)) -»■ Extg- ( 1 , 1 ) 

est non-trivial. 


Demonstration. — Le cas de d = 2 n a ete calcule a l’aide du lemrne 3.2. En 
effet Exty ( < f r F(l), $ r F(l)) = F 2 pour tout r tel que r > n. On raisonne 
par recurrence sur la longueur 2—adique de d. On suppose que le theoreme 
est verifie pour d dont a(d) < k. On passe au cas de a(d) = k. On note 
d = 2 ni + 2™ 2 + • • • + 2 Uk ou 1 < m < ri 2 < ... < nk ■ On designe par 
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di la somme 2 n2 + • • • + 2 nk . Pour r > v(d) le diagramme suivant est done 
commutatif : 

Ext£ (<FF(1),F(1)) ^ > Ext& (^-^(1)^(1)) 


Ext^r 1 (I, I ) --r Ext£ (I, I) 

S ni designant le generateur du groupe Exty 1 (<f> r_1 F(l), $ r F(l)). Par hypo- 
these de recurrence, le compose 

Exty 1 (<TF(1), F(l)) -A Exty 1 (I, I) ^4 ExtIj - (I, I) 

est non-trivial. On en deduit que F 2 C Ext^ ($ r_1 F(l), F(l)) et que le mor- 
phisme 

Ex 4 ($ r F(l), F(l)) —>■ Ext j 1 (I, I) 

est non-trivial. □ 

On peut done conjecture!' : 

Conjecture 7.8. — Soit d un entier, on a : 

( 0 si 2 / d, 

Extu (<f> r F(l), $ r F(l)) = l 0 si 2 | d et r < v{d), 

[ F 2 sinon. 

De plus, il y a des monomorphismes 

Extu ($ r F(l),$ r F(l)) Extu ($ r+1 F(l),$ r+1 F(l)) 

pour tout r. 


Appendice A 

Sur l’acyclicite des modules instables injectifs reduits 

Rappelons que le carre de l’operation de Bockstein Sq 1 est trivial. Soit M 
un module instable, alors {M*,Sq x ) est un complexe. Le module M est dit 
Sq 1 — acyclique si (M*, Sq 1 ) est acyclique. D’apres [LZ86], les modules injectifs 
reduits connexes sont Sq 1 — acycliques. 

Definition A.l. Soient x un element de ( R m ) k et t > 1 un nornbre entier. 
On dit que x adrnet une t —ieme Sq 1 -pre-image y G ( R m ~ i i) fc+t g j -j ex j s ^ e 
des elements 

{xi G |0 < i < t — 1, Sq 1 Xi 0 } 
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tels que 

<9™ -1 (x 0 ) = x, 

= Sq'xt- 1 , 

d™~ t+l (xt-j-i) = Sq 1 x t -i- 2,0 <i<t — 2. 
Une telle suite (xo, x\,..., Xt~ i) est appelee une (x —> y)— suite. 



On note : 

Po,m ( x ) = (d™ -1 ) 1 (*)» 

Pt,m (x) = {y | y est une t — ieme Sq 1 — pre-image de x } , t > 1. 


Lemme A.2. — Soit n un entier et notant u 2 £ H Z/2 C R 2 2 . S’il 
existe une (u 2 —» x) —suite (xo, xi,..., Xt_i) ; alors il existe y tel que 
(xq , xi,..., Xt_i, x) est une (it 2 —t y) —suite. 

Demonstration. - II suffit de demontrer que Sq 1 x n’est pas trivial. On suppose 
par l’absurde qu’il est trivial. Alors il existe yo £ R 2 tel que 

Sq 1 y 0 = x. 


Il suit que 


Sq 1 (■ 


,2 n — t—3 ( 


Une simple recurrence montre qu’il existe : 

. /- d2 


tels que 

En particular 


v( 


(Vo) - a;t-i) = 0. 

!/,er ‘ ’•'} 

- xt-i-*) = o. 


2/t—l 


Sg 1 (fif 4 (2 /i-i) - xo) = o. 

done (i? 2 ”- 3 ) 1 n’est pas trivial d’ou la contradiction. Le lemme s’en resulte. □ 
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Le lemme A.2 permet de construire une chaine precise connectant les ele¬ 
ments u 2 £ R 2 “ 2 et u 2 € R°. 

Lemme A.3. — II existe une (u 2 —> u 2 “ 1 ) — suite 

\xi £ R 2 ”- i - 3 ,0 < i < 2 n - 4, Sq 1 x i ^ o} 

telle que pour 2 < t < n — 1 , 

Sq 1 x 2 *-3 = u 2 . 

Demonstration. — On resout par recurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial. 
Supposons que le lemme est vrai pour n < q 1 on montre qu’il est vrai pour 
n = q + 1. Le produit de Yoneda [FLS94, proposition 7.2] 

Ext° (/,/)^^Ext % (1,1) 
induit un morphisme de complexes : 

7. : /(i?*) -> f(R' +29 ). 

Soit in l’adjoint a droite de / [HLS93]. II y a un morphisme de complexes : 

to ( 7 .) : R* -A R ,+2 \ 

Par la propriete du produit de Yoneda [FLS94], pour tout l < 2 q — 1, 

m( 7 2 ;)('u) = u. 

Par hypothese de recurrence, il existe une ( u 2 -A u 2q ~ 1 ') —suite 
{*< e R 2 ”- 3 - 1 11 < i < 2 q - 3, Sq 1 x i ± 0 } 

telle que : 

Sq 1 x 2*_3 = u 2 _1 ,2 < t < q. 

Grace au lennne A.2, il suffit de demontrer que pour 1 < i < 2 q — 3, 

Sq 1 m(‘j i ) (x 2 i-3-i) ± 0. 

On raisonne par recurrence sur i. Parce que ^ R 2<1+ ~ 3 ^ est trivial, la 

Sq 1 — acyclicite de R 2q+ ~ 3 montre que Sq 1 m('y 2 q- 3 )(xo) n’est pas trivial. 
Supposons que pour 1<<<*<2 9 — 3, 

Sq 1 m( , ji) (x 2 i- 3 -i) ± 0. 

On passe au cas i = t. Si Sq 1 m(‘jt) {x 2 *- 3 -t) est trivial alors il existe 
{zj £ R 2 “ + \t< j < 2 « -4} 

tels que 

Sq 1 z j+ 1 = m( 7 j+i) (x 2 q-3-j-i) - df +J ( Zj ). 
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En particulier, on a 

Sq 1 z 2 i-3 = m( 720-3) (%o) - + ~ 4 (Z21+1-4) ■ 

II en resulte que 

u 2 = df +1 “ 3 (m(72«- 3 ) (ar 0 )) 

= af +1 - 3 (af +1 - 4 (* 2 «_ 4 )) 

= 0 

d’ou la contradiction. □ 

Corollaire A. 4. — II existe une (u 2 u 2 _1 ^ —suite 

jxi e jR 2"+ 1 +2--2*-1-^ 0 < j < 2 n - 2 4 , 7^ o| 

teiZe que 

Sg = u ,t < k < n — 1. 
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